Matematici speciale si metode numerice

Capitolul 5

CALCULUL OPERATIONAL

(Transformatele Laplace si Fourier)

Motto: Cand ai mijloacele la indemdna
ceea ce pare complex devine simplu

si ceea ce-i simplu poate deveni complex
1. Transformata Laplace

Fie f(x):R_ — Rastfel incat are sens integrala improprie cu parametru

F(p) = [ 100 e PXdx (1)

Definitie. Dacd are sens egalitatea (1), F se numeste transformata
Laplace a lui fsi se noteaza si L (f(x)).

Functiile f pentru care existd transformata Laplace se numesc functii
original (sau simplu, original), iar transformata Laplace F se mai numeste
functia imagine (sau scurt imagine).

Definitie. Functia f(x): |cR —>R(sau C), I interval marginit sau
nemarginit, este derivabila pe portiuni dacd pentru orice interval compact

[a, b]cl existd o diviziune d =(a=Xo,X1,X2,...,Xn =b), cu

=X <Xq <X <o <Xy <X <o <Xy <X =b,
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astfel incat f(t) sa fie derivabila pe fiecare interval (X i % ) si sa existe limitele

laterale
f(xj_y +0),f(x; =0),f'(x+0),f'(x~0),j =1n.
Definitie. Se numeste original o functie f(x), reald sau complexa,
definita pe multimea numerelor reale si care satisface urmatoarele conditii:
1. f(x)=0dacax<),
2. f(x) este derivabila pe portiuni,

3. exista numerele M >0, s, >0 astfel incat

[f(x)| < M-’ 2
Numdrul s, se numeste indicele de crestere al functiei f(x).
Multimea functiilor original se noteaza cu O.

Proprietatile transformatei Laplace:

1. Este liniard; pentru constantele k;si K, si originalele f;(x)si
f, (x) are loc egalitatea

L (K () +K,of, ()= ky L (F, () + K(F,, (%).

2. Pentru orice a>0 si f(x) original are loc egalitatea

L (f (ax)) = % F[ p) ®)

a
n care F(p) este imaginea functiei f(x).
Daca a > 0 si f(x) original atunci
L(f(x~a)) =e *PL(f(x)) (4)
3. Daca f(x) este original si o o constanta atunci

L (™ (x)) =F(p-0) ®)
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4. Teorema de derivare a originalului. Daca functia original f(x) este
de “n” ori derivabila, cu derivatele

continue atunci
L{F™(x)=p" - Fp) -p" L (04)—p" 2 £(0+) ... )
.—pf D01 -1 Y04
5.Teorema derivarii imaginii. Daca Xf (x), x°f (X),..., X"F(X) sunt
functii original atunci derivand
egalitatea
— [P£(x).e P
F(p) = |, T(x)-eP*dx

in raport cu “p”, obtinem formulele

F(n)(p)= J:w (—x)"f(x)e P*dx,n =0,1,2,... @

6. Teorema integrarii originalului. Daca f este original atunci

L[ I;f(t)dtJ = % F(p) (®)

f(x)

7. Teoremele de integrare a imaginii. Daca —— este original atunci
X

o f(x
[“Fo)g - L[QJ ©)
p X
Consecinte ale proprietitilor transformatei Laplace.

1. Daca a>-1 sip >0 atunci
L(X“)= F(a +1) (10)
p

In particular, pentru o =0 obtinem L (X) = 1; rQ =1
p

Pentru o =k € N obtinem
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2. Utilizand teoreme integrarii imaginii rezultd

si pentru p = 0 obtinem

(13)

care pentru p = 0 devine

Pentru n = 0, egalitatea (15) devine

Aplicatii.

1.Sa se arate ca

Rezolvare. Fie functia

4
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careia sd-i calculam transformata Laplace.

Deci

Trecand la limita pentru X — 1 obtinem

2. Integrati ecuatia diferentiald, liniara, cu coeficienti constanti gi

neomogena

cu conditiile initiale y(0)=1,y'(0) =1, y"(0) =-1.

Rezolvare. Teorema derivarii originalului conduce la

i L{5sin2x)=
si L(5sin2x) 7

Se obtine ecuatia operationala
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10
(p3—2p2—p+2)Y(p)—p2+p+2= —
pc+4

din care

1 1 5 1 1| p 2
Y(p)=—: +— +— +
) 3 p+l 12 p-2 4[p2+4 p2+4J

Functia original corespunzitoare, solutie a ecuatiei, are forma

l —X 5 2X 1 -
X)==-e " +—e“" +=sin2x
y) 3 12 4

3. Integrati ecuatia diferentiald, liniara, cu coeficienti constanti $i neomogena

. 3X . X
"(x) +4y(x) =sin—sin—
y"(x) +4y(x) 5

si
y(0)=1y'(0)=0
Rezolvare. Ecuatia se mai poate scrie
y'(X)+4y(x) = —% (cos 2X — cosx)
Ecuatia operationala are forma (p +4)Y(p)-p= = L— p , din care
2(p?+4 p?+1

p 5 p 1
p216p+4 2(+4)2

Utilizand teorema derivarii imaginii se obtine

o

V() -3

iar

y(X) =lcosx+§c052x+1xsin 2X.
6 6 8
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L(af (x) + bg(x))(p) = J:o(af(x) +bg(x)e™™dx =a

= [ F00e P dx+b[ " g(x)e P*dx = aL(FGO)(P) + bL(GO)(P).

1. Proprietitile de omotetie

L@ = L (ax»(gj

L(FOONaD) = - L(f(fjj(p), a>0
a a
(1) si (2) pot fi exprimate mai simplu astfel:
f(ax) = = F[Ej
a a
F(ap) = lfﬂi} a>0
a \a

Demonstratie:
L(f(@))p) = [ Fax)e ™dx=(cu ax=1)= lj°°f(t)({§tdt EN (x))(Ej
0 ado a a)

x —apx 1
L(f(x))ap) = jo f(x)e 2P*dx = (cu ax=1t)="
1o (t) _ 1 X
Lak “‘“ZEL(f(ED(")'

2. Prima teoremi de translatie foloseste functia unitate a lui
Heaviside H(x)=0 pentru x <0 si H(x) = 1 pentru X >0.
2.1. Prima teorema de translatie
f(x—a)H(x—a) =e *®F(p), a>0 @)

Tntr-adevir,
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L(f(x—a)H(x—a))(p) = I:f(x —a)H(x—a)e Pdx=(cux-a=t)=
- j:H(t)f (t)e Pt gt = g~ ff(t)e-mdt —g j f(t)e P'dt =e ®F(p), a>0
0
Dacé relatia (3) se foloseste de la dreapta la stdnga, trebuie tinut cont ca
originalul H(x-a)=0 pentru x < a si atunci, fard a mai utiliza functia unitate

avem: e"®F(p) =f(x —a).

2.2. A doua teorema de translatie
f(x+a)=¢e® (F(p) - J.;f (x)e‘pxdxj, a>0 )
Tntr-adevir,
L(f(x+a))(p) = U:f(x + a)e-Pde) - ( j B (t)e-p“-a)dtj -
a
_ ol [* ~PXy _ P 2 -px
=e J'O f(x)e ™dx—e Iof(x)e dx.
3. Teorema de deplasare
e *f(X)=F(p+a), aeC (3)
L (o)p) = [ f (e ®**dx = F(p+a)
Din proprietatea a doua de omotetie si din teorema de deplasare, deci din (2) si

(5), obtinem:

o 1 (p+a
f =—_F——= 4
e f(Bx) 5 ( B ] (4)

4. Teorema de derivare a originalului

f()™ =p"F(p) —p" 1 (0+) —...— pf "2 (0+) — pf (N —1) (0+) ®)

valabild daci f e C" i are sens L (f(™ (x))(p).
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Demonstratie:
L(FOONP) = [ F(x)e P dx = F(x)e ™7 +p " F(x)e Pdx = pF(p) - (0+)

Deci f(x)=p F(p)-f(0+) si pentru n=1, (7) se verifica. Pentru n = 2 avem:

f"(x) = (f(x)) =pL(f(x))—f(0+) =(tinAnd cont de rezultatul pentru n = 1

obtinem) = p®F(p) — pf(0+) —f (0+). Pentru n>2 iterim acest procedeu.
Operatia de derivare in spatiul functiilor original se transforma in operatia de
inmultire cu p in spatiul functiilor imagine, abstractie faicindu-se de un polinom
inp.

5. Teorema derivarii imaginii

In ipoteza ci xF(X),x*f(x),...x"f(X) sunt functii original se poate
argumenta posibilitatea derivarii sub integrala in raport cu p in relatia de

definitie:
F(p) = [ f(x)e P

Obtinem formulele:

x)"f(x)=F"(p), n=0,1,..) 8)

[T 1)

Deci si acestei operatii de derivare 1i corespunde operatia de Inmultire cu “x”.

6. Teorema integrarii originalului

[Fdt= % F(p), f eC°(R,) ©

Demonstratie: Fie g(x) = joxf (t)dt. Cum feC*(R), geC'R,) si
g(0+) =0 (din modul de definire a lui g). g(x) = pG(p) —g(0+) = pG(p)

Deci L(g'(x))(p) = L(F(x))(p) = pG(p) = pL(IOXf (t)dtj(p) de unde (9) are loc.
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7. Teorema de integrare a imaginii este data prin relatia:

19 _ ["Fg)ag (10)
X p

f(x)

valabila cind —— este functie original.
X

Demonstratie:

j;o F(s)ds = j;o U;Of (x)e—sxdx) =

= Ugof(x)e_sxdxj = fgo (@e_sx 5= %: OO)dx -

. w@ e PXdx = L(f(x))(p).

0 X

= Din faptul ca

. a
sinax = , cosax:L, p>0

p~+a p2+a2

si din teorema de deplasare: e **f(x) = F(p+ o) obtinem ca:

ebXsinax:%, ebX cosax:%, a>0 beR
(p—b)-+a (p—b)-+a
= Se poate ardta cu ajutorul teoremei de convolutie ca
I'(p)-T
E3(|o,q)=M P.q>0 @)

I(p+q)

= Cu ajutorul teoremei de integrare a imaginii:

) _ =
== Flada

putem calcula integrale de forma:

Iy

10
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cu formula:
oof()() e
Jo de_fo Fa)dq
Tntr-adevir,
f(x)
—~ =1 F(q)d
=] Flayda
se mai scrie

©f(X) -px o
— dx=|_ F(q)d
Jo =P ax=[ Fla)dg
Facand p = 0 obtinem relatia cautata.

a) sinx= , atunci cu d avem:

p-+1

0 SN X o dp © T
—dx = =arct ==
IO X IO p2+1 gp‘o 2

b) pentrua>0,b>0

—at _ ,—bt
Igo%dt =In E
a

ntr-adevir, avem:
o p-at _ o-bt o —
J' € € dt:J. t 1 p:Inﬁp Oo:—InE:InE.
0 t 0{p+a p+b p+bjp=0 b a

c) Integralele lui Froullani

1 [ e~ Jsinmdt = arctg > —arctg> ~arctg>, a,b, m>0
m m m

ot
5 cosat —cosbt Itzlng, ab>0
0 t a

11
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3. mie‘axsinbxdx:—arctgi, a>0b>0.
0 X b

= Cuteorema de deplasare si faptul ca

n!

n! . <
— obtinem ci: x"e™ =
n+1 n+1
a)

p (p-
Transformata Laplace in calculul operational.

a. Metoda generali a calculului operational consta in urmatoarele:
- data o problema in spatiul original, o transpunem in spatiul imagine. Se fac
calculele algebrice din spafiul imagine. Aplicand inversa transformatei Laplace,
sau mai comod, utilizdnd tabelul “ f(x) = F(p)  obtinem solutia din “spatiul
original “. Calculul operational este calculul care utilizeazd transformata

Laplace.

b. Problema Cauchy pentru ecuatii diferentiale liniare, cu coeficienti
constanti, rezolvata operational.
Pentru simplificarea expunerii, prezentdm lucrurile legate de ecuatia
diferentiald liniara de ordinul al doilea, avand coeficientii constanti:

ax"+ax +a,x="F(t),a; #0, a;,a, €R, f(x)-original, cu problema Cauchy:

X(0)=x,, X'(0)=x,,%,, X, €R.

Solutie: Utilizdnd Transformata Laplace, din x(t)=X(p), f(t)=F(p),
ecuatia (original) devine: (aop2 +ap+a, )X(p) - (aoxop +agx, +a;,X, ) =F(p)
numitad ecuatia operationala.

De unde obtinem X(p) si  x(t) = L™ (X(p))(®).

12
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Exemple:

bl. Fie ecuatia : X" —5x'+6x =e' cu x(0)=-1, x'(0) =1.

Aritati cd X(t) = %et —5e?t +%e3t

Solutie: x" =p?X(p)—px(0)—x'(0) = p>X(p) +p-1; e' =

Ecuatia operationala este: (p2 —5p+ 6))((p) =—p+6+ Ll
p —

Descompunand in fractii simple obtinem:

5 7
+ +
pP-2 2(p-3) 2(p-1)

NORS

b2. x"—4x"+4x =sint cu x(0) =1, x'(0) =2

R: (p2—4p+4)><(p):p—2+1+p2

21 1 3 4p
+ + +
25(p-2) 5(p-2)% 25(p%+1) 25(p%+1)

X(p) =

X(t) = Eez‘ L +isint+icost
25 5 25 25

b3. x"—2x"+2x =t, x0) =-2, x'(0) =0.

1 1 5 p-1 4
R: X(p) = — +———>. -
2p 2p® 2 (p-1°+1 (p-1Y+1

X(t) :£+£—§et cost—4e'sint
2 2

b4. x'+2x =e '(2cos2t+sin2t), x(0)=0
13

1
p-1

De unde: x(t) = %et +%e3t —5e?t,
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2(p+1) N 2

Re (p+2)X(p)= (P+1)°+4 (p+1)2+4

X(p) = si x(t)=e'sin2t

2
(p+1)% +1
b5. x"=3y—-3x+3z, y"=x-1,2"=-z, X0) =x'(0) =0

y(0)=0, y'(0) =-1, z0) =1, z'(0) =0.

R: p?X=3(Y-X+2Z), p?Y =X-Y-1, p?Z=-Z+p de unde:

x - 3pP-1) Y= 3(p-1) z-_P
(p* +4)p° p’(p% +1)(p> +4) p%+1

fazd 1n care putem considera problema rezolvatd aproape in totalitate (restul

calculelor fiind de rutina i uzura).

cl. Sa consideram initial ecuatia diferentiala liniara cu coeficienti constanti
agy™ () +a,y" P (1) +...+a,y(t) = b(t) (1)

completata cu valorile date:

y(0) =y,
y'(0)=y, (2
yO PO =y, ,

b(t) fiind functie original.

Amplificam ecuatia (1) cu e i integram in raport cutdela0la .

Notéand:

Yo = I:y(t)e‘ptdt

transformata Laplace a functiei y(t), integrand prin parti obtinem:

14
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[yt =y (e ™

* o[ y(t)ePidt = Y
o *PJ, Y P'dt=—y, +pY(p)

[y wePdt=y' (e ™

;O+ p[ y'(®edt =y, +p(~y, +PY(P)) = -

=-y, —py, +P>Y(p).
[ yPmePdt=—y, , =Py, ,=P*Y,_,— =", +P"Y(P)
Amplificand (3) cu a, si insumand obtinem:
Ry (P)+R(p)Y(p) = B(p) (4)
unde R (p) este un polinom in p de grad cel mult n-1, R(p) un polinom de

grad n si B(p) transformata Laplace a lui b(t).

Din (4) obtinem:
B(p)—R,(p)
Y(p)=———— ()
R(p)
. Ry . .
Functia verifica ipoteza teoremei D.a.
R
Notand ¢ = lim P 0(p), atunci:
P> R(p)
R R —cR
o(P) ¢ _ PR, (P)-CR(P) )

R(P) p PR(p)
Dupa cum am luat c, fractia datd de (6) are numaratorul de grad cel mult n-2
(termenii de grad n-1 reluandu-se), iar numitorul de grad n+1, deci diferenta de

grade intre numitor §i numadrator este de cel putin 2.

B(p)
p

Natura lui B(p) hotaraste ca functia sd verifice conditiile teoremei
amintite anterior. Dacé gradul lui R(p) este superior lui 1, este suficient pentru

15
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aceasta, B(p) fiind marginita, ca b(t) sd fie functie original, mai precis sa

satisfaca conditiile:

at
[b(t)| <c e* pentru tzo} (orig)

b(t)=0  pentru t<O
Daca gradul Iui R(p) este 1, atunci formula (7) din E.a. aratd cd este
suficient ca b(t) sd@ aiba derivata continud pe portiuni satisficand cu b(t)
conditiile (orig.). Deci daca sunt indeplinite conditiile teoremei E.a. cu formula

(3) din acelasi paragraf gasim:

1 preioo 1 rieB(p) =Ry (p)
t)=— Y (p)ePdt = (5) = — — 0" ePlyg 7
=5 o] Y@= =2 [T = @)
€2. Sa concretizam cu ecuatia de ordinul doi:
a,y"+a,y'+a,y=>bsinkt, y=0, y, =0
cu radacini ale ecuatiei caracteristice complexe A=o+iB, |=a—if, cu

a<0. In electricitate, o astfel de ecuatie descrie oscilatiile fortate intr-un
circuit R, L, C.

Trecand la transformata Laplace obtinem ecuatia:

2 e A —pt bk
(aop +a1p+a2)Y(|0) = IO bsin kte P'dt = B
Rezolvand obtinem:
bk
Y(p) =
(aop2 +a1p+a21k2 - pz)
si cu formula de inversiune obtinem:
bk py+ico ePt
yO =—| dp

2mi Jy-ieo (a0p2+alp+a21k2+p2)

Notand

16
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t

fo)= (alop2 +a1p+a2Xk2 + pz)

punctele singulare sunt +ik si oo +if3. Pe postul lui y putem alege orice numar
pozitiv. Pentru a calcula integrala completdim dreapta Rep=y cu 0

semicircumferintd de raza suficient de mare pentru a inconjura toate punctele
singulare.

Cu teorema reziduurilor

y()=2niy Rez f(a,) =

=bk(Rez f(p) ik+ReZ f(p)‘—ik+ReZ f(p)‘oc+i[3+ Rez f(P)‘a_iB}

Calculdm reziduul in punctele p,, p, fiind poli simpli pentru f, cu formula:

_ Ap)| _ AlRy)
Rezf(p,)=Rez B() P, = B(p,)

Procesul rezultant il constituie suprapunerea a doua oscilatii — una periodica cu

frecventa egald cu cea a fortei exterioare si cealaltd oscilatie fiind amortizata,

viteza de amortizare fiind determinatd de o . Pentru ao=0si =k obfinem o

rezonantd, iar solutia va fi o oscilatie cu amplitudinea infinit crescitoare.

3. Sa considerdm ecuatia caldurii

ou 0%

o ox?
pe intervalul 0<x <I cu conditiile initiale u_ (0,t)=0,u(l,t)=u,,u(x,0)=u,.
Din punct de vedere fizic, aceasta spune cd, la momentul t, temperatura nu este
aceeasi in extremitatea initiald si in cea finala | , dar ele se mentin constante. In

plus, la momentul initial, temperatura intr-un punct x este U .

17
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Aplicand transformata Laplace in t, adica trecand de la functia u(x,t) la
functia:
v(x,p) = j:’ u(x, e "dt
2

pentru v(x, p) obtinem: j_\zl —pV(X,p) = —U, cu conditiile initiale
X

v, (0,p) =0,v(l, p)— 0 L (deci o problema bilocald). Solutia ei este:

u U U h
v(x,p)=—2+1 20 ch x ‘/_ de unde
p P chilp
u —u waPt
ux,t)=u, + 10 J‘W € Ch ‘/_ dp care se rezolva cu teorema
2ni o p ch | \/_
reziduurilor.

Istoric. Integrala Fourier apare pentru intdia oara in cartea lui Fourier
“Teoria analitica a caldurii (1822), unde ea se aplica mai multor probleme de
fizica-matematica. Lucrarile lui Fourier, ca si lucrdrile lui Cauchy care
utilizeaza integrala Fourier in studiul propagarii undelor (1842), nu contin
demonstratii de convergenta. Transformata Laplace este dezvoltatd de Laplace
in 1812 in “ Teoria analiticd a probabilitatilor ““. Independent, Euler, in 1737
consideri integrale ale produsului e P*f(x) pentru a rezolva ecuatii ordinare.
Nici Euler si nici Laplace nu-si pun problema utilizarii transformatei in planul

complex. Inginerul englez Heaviside, incepadnd cu anul 1892, introducand
0 . . .
p= e gaseste solutii in problemele de electrotehnica care se reduc la ecuatii

cu derivatepartiale. El pune astfel bazele calculului operational. Din 1910

18
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Bromwich, apoi Carson, Van der Pol, Doetsch, aplicand transformata Laplace
in complex justifica regulile lui Heaviside.

Lucrarile  lui Denjoy, Carleman, Ostrovski pe clase de functii
quasianalitice se Tntind n intervalul 1920-1930.

Cu utilizarea integralei Lebesque, teoria transformatei Fourier se
dezvoltd. Cu dezvoltarea teoriei distributiilor apare posibilitatea definirii

transformatei Fourier prin distributii.

(1): f(x) continua pe portiuni

(i1): f(x) nu trebuie sa creasca mai repede ca exponentiala cand X — .
(iii): este Indeplinitd pentru |f (X)| <ce®™ pentru x > M>0 si in plus, integrala

(1) este convergenta pentru Re ©>a. Intr-adevar,

‘mﬂ@€“w

<c I:em(a —Re t)x dx

Tn acest plan, F(t)este functie analitici. Ea este prelungibild la tot planul si
singularitatile sale sunt iIn Ret<a.
Vom stabili legdtura naturala intre denumire si notatie.

Fiedeci f:R,k — Rastfel incat are sens integrala improprie cu parametru

Hm:ﬁ#um*mxpeR (1)

Definitie. Daca are sens (1), F se numeste transformata Laplace a lui f si
se mai noteaza cu L (f(X))(p).

Transformata fiind definitd printr-o integrald improprie, trebuie sa
stabilim conditii asupra lui p pentru convergentd. Aceste conditii sunt corelate
cu f. Functiile f pentru care existd transformata Laplace se numesc functii

original (sau simplu, original), iar transformata Laplace F se numeste functia

19
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imagine (sau scurt, imagine). Ca notatii pentru legatura original-imagine pot
fi Intalnite:

f(x)0-o0F@p) sau F(p)o-0f(x), F{p)—>TfX, f(X — Fp) sau mai simplu
f(x) = F(p). F(p) =f(x).

Preferam ultima notatie (putdnd fi folosite si altele — dupa preferinte si
cu conventia stabilitd fara ambiguitati).
Numim functie original, functia f : R — R, cu proprietatile:

(0, ): feste nuld pentru X <0

(0, ): fare crestere exponentiali, adica existd X, €R, asi MeR, incat

If ()] < Me™ pentru x> X, )

Pentru p > a integrala (1) care defineste transformata Laplace este
absolut si uniform convergenta.

Intr-adevar, in conditiile (2) avem:

‘ j:f(x)e—Pde

< [[f oo Pdx <

MJm e™e PXdx = Mfw g~ (PX gy
0 0

Ultima integrala este convergentd pentru p > 0 si conform criteriului
comparatiei, au loc afirmatiile facute.
in plus, sa observim ca ipoteza ca f:R — R nu este esentiald, argumentarea

anterioara fiind valabila si pentru f :R — C (in ipoteza (2)).

Cazuri concrete. (d1) Functia f(x):ebx, cu b real sau complex va

avea crestere exponentiald putdnd lua a=Reb, M > 1 si X 0 € R Tntr-adevar,

|f(x)e‘ax| — B = e (1)
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© _bx,—px  —(p-b)x 1 '
|_(f(x))(p)=j0 ePXeP clx:j0 g (P-D) clx:ﬁ (2"

Deci exp(bx) :ib si ib =exp(bx), convergenta integralei avand loc
p- p-

pentru p > Reb dacd pe R si Rep > Reb daca peC.
Observatie. Nu este greu sd vedem cd L este liniard. Utilizand

liniaritatea, rezultatul din d1 si relatiile Iui Euler:

cosot = %(ei‘”t +e‘i‘°t)

sinot = 1_(ei‘”t —e‘i‘”t)
2i
obtinem:
coswt=1( 1_ i 1_ j= P (1)
2\p-io p+io) p?+?
simt:l( I ]: © (2)
2\p-io p+in) p?+e?

pentru Rep >|Ima .

Proprietatea transformatei Laplace

a. Daca inegalitatea care exprima proprietatea de crestere exponentiald este

valabild pentru tripletul (Xo,a', M) pentru orice a’ > a.
Notand o =inf a, a fiind in tripletul (xo,a’,M), o se numeste abscisa

de convergenta a functiei f.

Din cele facute pand acum rezultd cd pentru a exista transformata

Laplace L(f)(p) este suficient ca f s aibd abscisa de convergentd o €R sau
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o =—o si transformata are sens pentru p>a n cazul peR si Rep>a in

cazul peC. Vomnota cu o 1O abscisele de convergenta pentru fsi g.

b. Pentru p>oc=rr*ax{ocf,ocg}, are loc proprietatea de liniaritate

af +bg =aF(p) + bG(p).
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